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Abstract 


We provide a definition of weighted function of bounded variation when 
the weight function w belongs to a certain subclass of Muckenhoupt's A 
weight class. We obtain Poincaré and isoperimetric inequalities in this space 
and as an application we prove existence of minimal surfaces. 


Riassunto 
Si definisce lo spazio delle funzioni a variazione limitata con peso, quando 
la funzione peso w che si considera appartiene ad una sottoclasse della classe 
dei pesi Ax di Muckenhoupt. Si ottengono disuguaglianze di Poincaré ed 
isoperimetriche in questo spazio, e in particolare l’esistenza di superfici min- 
ime. 
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1 Introduzione 


Studiando problemi di calcolo delle variazioni con i cosiddetti metodi diretti, le 
principali difficoltà ad un uso generalizzato di tali metodi provengono essenzial- 
mente dalla necessità di una scelta di opportuni spazi funzionali in cui ambientare 
i problemi di minimo. È in quest'ottica che sono stati introdotti gli spazi di 
Sobolev, visti come l'ambito ottimale in cui studiare il funzionale dell’energia di 
Dirichlet e successivamente gli spazi BV, legati allo studio di problemi di minimo 
per funzionali tipo area /, V1+|Duj? dz. 

Sia £ un aperto limitato in R". L’ insieme BV (9) delle funzioni BV (si vedano 
ad esempio [EG], [G]  ) è lo spazio di Banach delle funzioni u € L!(Q) tali che 


var u(Q) := sup {/ udivpdr: |p| <1, p € Lipy(9; R")} < 00, (1.1) 
a 


dove con Lipp(9; R") si indica lo spazio delle funzioni Lipschitz continue a supporto 
compatto; BV (0) è dotato della norma ||u]|ay(a) := lullz:a) + varu(O). 

Sia w € Lisc(82), w > 0 una funzione peso che appartiene alla classe A; dei pesi 
di Muckenhoupt ([Mu], [GCRF]), cioè che soddisfa la condizione 

miei. ata (1.2) 
_ |B(2,r)| B(z,r) 
q.0. in ogni B(z,r7) CQ. 

In questa nota generalizziamo la nozione di funzione a variazione limitata nel 
contesto degli spazi BV associati a un peso di Muckenhoupt w nella prospettiva 
di estendere i risultati noti per il funzionale classico dell’area a funzionali dell’area 
SJwy1+|Du|? dr, provando infatti come applicazione un risultato di esistenza per 
superfici di area minima rispetto a questa densità. 

Il primo passo in questa direzione è dare una corretta definizione (operativa) 
di spazio BV associato alla nuova misura w(T) dr, con w E A). 

Un approccio naturale, potrebbe essere quello di definire lo spazio BV peasto 
come l’insieme delle funzioni v integrabili rispetto alla misura w(T) dr, cioè u E 
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L'(9;w), per le quali è finita la quantità 


sup {/ udivpdr: || <w per ogni x € L, g € Lipy(9; R")} ; (1.3) 
lo 


L'ipotesi che il peso stia in A; viene naturale in quanto essa è la classe naturale 
per avere disuguaglianze di Sobolev-Poincaré pesate in W!!. Più in generale, 
le classi di pesi A, sono classi di pesi appropriate quando si lavora con spazi di 
sobolev pesati. Negli spazi WP:* pesati però è sufficiente avere funzioni peso definite 
solo quasi ovunque, in quanto le funzioni appartenenti a tali spazi hanno derivate 
che, come misure, sono assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue. 
Invece negli spazi BV, in cui le derivate si possono concentrare su insiemi di misura 
(di Lebesgue) nulla, occorre maggior cautela nello scegliere la classe di pesi con 
cui lavorare. Infatti lo spazio BV assocaito alla misura w(r)dz dipenderà dal 
rappresentante che si sceglie per w fra tutte le funzioni della classe 41, ovvero w 
dovrà essere definito puntualmente. Come prima cosa, osserveremo che qualsiasi 
sia la nostra funzione peso w, esisterà una funzione inferioremente semicontinua 
(isc) w* che definisce, via la (1.3), la stessa misura variarione e che coincide con w 
se w stessa è isc. Poiché le funzioni isc godono inoltre di diverse buone propietà, 
viene naturale assumere che w sia isc. Una scelta naturale che può essere fatta, 
sarà quella di considerare come peso definito puntualmente la funzione massimale 
di Hardy-Littlewood Mw di un peso in w € A;; infatti Mw soddisfa la condizione 
Ai, (1.2), in tutti i punti ed è anche una funzione inferiormente semicontinua. 
Inoltre, rispetto alla misura di Lebesgue, w & Mw se w € A;. Per di più si ha 
BV(Q;w) C BV(Q). 

Il risultato centrale, contenuto in questa nota, è un risultato di caratterizzazione 
per funzioni in BV(9;w) in termini di sommabilità di w rispetto alla misura va- 
riazione non pesata associata alla stessa funzione (Teorema 4.1). 

Questo Teorema gioca un ruolo centrale in questo lavoro. Infatti, mediante 
questo risultato otterremo una disuguaglianza di Sobolev-Poincaré per funzioni BV 
con peso (Teorema 4.3) e quindi la locale immersione compatta dello spazio BV 
pesato nello spazio pesato L* (Teorema 5.1) da cui seguirà l’esistenza di superfici 
minime (Teorema 5.2). 


Mentre stavamo lavorando su questo soggetto, siamo venuti a conoscenza di 
certi risultati connessi che si trovano in [BBF] e [BBMP]. Nell’Osservazione 5.3 
commenteremo l’approccio di [BBF]. i 
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2 Preliminari 


Lo spazio BV (0) si può caratterizzare come lo spazio delle funzioni u € L! (2) tali 
che Du è una misura di Radon. Questo è quello che più in dettaglio il seguente 
Teorema afferma (si veda [EG], $ 5.1, Teorema 1). 


Teorema 2.1. Se u € BV(Q), allora esiste una misura di Radon v su 9 e una 
funzione v-misurabile o: Q — R° tali che: 


© |o(r)|=1, v-q0. in Q; 


° fudivode=- f < g,0 > dv(x) per ogni g € Lipy(2;R°). 
n n 


Il nostro intento è di estendere la nozione di spazio BV quando si lavora con 
la misura wdx invece che con la misura di Lebesgue dz. 


Osservazione 2.2. Se denotiamo con Mw la funzione massimale di Hardy-Littlewood 
di w, cioè se 


1 
Mw)(x):= sup —— w(T — y)dy, 
Head) oO |B(0,7)1 Js0m (E y)dy 


la condizione (1.2) equivale al seguente: 
Muw(z)< Aw(7) quo. in9, (2.4) 


nel senso che (1.2) implica (2.4) con A < 1/c, e viceversa (2.4) implica (1.2) con 
1/c<2"A. 

Se w € A; è mostrato in maniera semplice in [5] e [GCRF] che la misura 
w(r)dr è doubling; da questo in particolare segue che se due palle di raggi con- 
frontabili si intersecano, allora le loro misure sono confrontabili. 


Osservazione 2.3. Ricordando la Definizione di peso Ai, se I è un assegnato 
aperto limitato di R", a meno di una costante moltiplicativa, possiamo supporre 
che w > 1 q.o. inQ. 


piuttosto naturale il richiedere l’inferiore semicontinuità del peso in quanto, a 
partire da un qualsiasi peso A, lo spazio BV(Q;w) e equivalentemente definito da 
un peso inferiormente semicontinuo, che ha però diverse utili ulteriori proprietà. 
Per esempio, è possibile approssimare ogni funzione inferiormente semicontinua 
f : R° — [-00,+00] con un’opportuna successione {fx}€en di funzioni lips- 
chitziane a supporto compatto. Tale successione viene chiamata / ‘inviluppo di 
Pash Hausdorff di f(cfr. [R}, Esempio 9.11). 
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Teorema 2.4 (L’inviluppo di Pash Hausdorff di f). Supponiamo che f :R" — 
[-00, +00] sia propria (cioè f(x) < +00 per almeno un x € R° e f(x) > —00 per 
ogni € R") e che sia inferiormente semicontinua. Per ogni k € R, resta definita 

la funzione 


fa(©) := inf {/(w)+kw-a]}. (2.5) 

weER" 
A meno che fx = —c0, fx è lipschitziana su R" con costante di Lipschitz k, ed è la 
più grande fra tutte le funzioni lipschitziane maggiorate da f. (Quando fx = -00, 


non esiste alcuna funzione maggiorata da f che sia lipschitziana su R" di costante 
k). 

Inoltre, purché esista un k € R, con fr # —00, si ha, per k 7 co, che f(x) 7 
f(x) per ogni x. : 


Osservazione 2.5. Siano f e {fx}ren come nel precedente Teorema e definite in 
un aperto { di R"; consideriamo la successione a valori reali 


0 se t<1/k 
gr(t1)=< kt-1 se 1/kK<t<2/% 
1 se t > 2/k; 


è immediato verificare che fe(x)gx(d(x,00)) 7 f(x) e che appartiene a Lipy(0). 
D'ora in avanti, quando diremo che una successione {fx} è l'inviluppo di Pash- 
Hausdorff di una funzione f che soddisfa le ipotesi del Teorema 2.4, sottintender- 
emo anche che essa è una successione în Lipp(0). 


La nostra notazione è standard. Per ogni insieme Lebessgue-misurabile E, 
indichiamo con w(E) := fo Xe(r) w(r)dr la sua misra e, se B denota una palla in 
Q, ug è la media della funzione u in B, cioè ug = fg u(u)dy= Ta Sa u(u) dy. 


3. La classe delle funzioni BV pesate 


Sia 9 un sottinsieme aperto di R". Sia w un peso nella classe A). Per voler 
imitare la definizione classica di spazio BV potremmo pensare di definire lo spazio 
BV(9;w) come l’insieme delle funzioni u € L!(9;w), per le quali 


sup { [ udivodr: |p| <w per ogni 7 E, p € Lipo(0;R")} < 00, 
a 


dotato della norma ||ullav(aw) = IlUllL: (gx) + vare u(0). Come abbiamo già antic- 
ipato sopra, la questione è delicata. La ”definizione-tentaivo“ precedente sembra 
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ancora troppo imprecisa e ci sono molti aspetti che dobbiamo puntualizzare ed 
analizzare. 

Quando si lavora con gli spazi di Sobolev pesati W?*, le funzioni peso sono 
definite quasi ovunque in quanto le funzioni in tali spazi di Sobolev hanno le 
derivate che - come misure - sono assolutamente continue rispetto alla misura di 
Lebesgue. La situazione è completamente diversa quando si ha a che fare con gli 
spazi BV, nei quali le derivate possono essere concentrate su insiemi di misura nulla 
(si pensi, ad esempio, alla funzione caratteristica di un aperto limitato regolare). 
Questo comporta il fatto che lo spazio BV(9;w) dipende dal rappresentante che 
scegliamo per w, che quindi deve essere definito puntualmente. 

Una naturale assunzione su w è il richiedere che esso appartenga alla classe 
A di Muckenhoupt, poiché questa è la classe naturale per avere le disuguaglianze 
di Sobolev-Poincaré in W*! pesato. In effetti ci servirà una stima puntuale della 
forma 


w(£) > e f co(4) dy, 


per tutte le palle B = B(z,r). 

Osserviamo poi che è possibile sostituire un peso w € A; con un peso infe- 
riormente semicontinuo senza modificare la definizione di spazio BV (9; w). Sia 
w E Ai . 


1) Se denotiamo con 
* 


w:= sup  |gl 
e E Lipo(9;R”"); 
lel Swi 


allora BV(Q;w) = BV(Q;w'). 


2) Consideriamo il rilassato di w, cioè w** := sup{g: 2 + Ry; g Isc, 9<w}, 
allora w** =w* in Q. 


3) w** E A. 


Dimostrazione. 1) Per definizione, è vero che w* < w. Perciò BV(Q;w) C 
BV(Q;w*). Se per assurdo supponiamo che esista una funzione u € BV(Q;w*) 
ma u é BV(Q;w), allora è possibile trovare una successione {pn} 
Lipy(9; R°) con la proprietà che 


nen € 


fudiv Pn dt + 00, |pn| <w. (3.6) 
a 


Per sua definizione |pn| < w*, e quindi Snudiv pn dr < SUP|p<w* fa udivp dx < 
co dato che u € BV(Q;w*). Il che contraddice la (3.6). 


E’ immediato verificare che le due norme || || BV(Auw) € [| lev(a;w-) coincidono. 
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2) Si verifica che w* è una funzione inferiormente semicontinua, dunque w* < 
w**. Supponiamo per assurdo che w* # w*°*; esisterà un punto T € £ tale che 


WE) <w"(7). (3.7) 


Costruiamo, come nel Teorema 2.4, la successione {wn}nen inviluppo di w"*, 
allora wn(T) — w**(T). Si osservi che 


Wn(T) < w"(7) (3.8) 


per ogni n, poiché wn € Lipy(9), per l’Osservazione 2.5, e wr < w" £ w 
per ogni n. Quindi, per la (3.7) se n + co in (3.8), abbiamo che w*(T) < 
w°(T) < w"*(7), che è assurdo. 


3) Per concludere, mostriamo che w** € Ai. La funzione massimale M w** è 
inferiormente semicontinua e Mw** < Mw < Aw, perciò per la definizione 
w*, TMw"* < w* inQ. 

O 


Allora una scelta opportuna è di sceglire w inferiormente semicontinua (per esempio 
questo implica il Teorema di approssimazione 2.4). La funzione 


(1) = Mw(x) = sup i 0) dy (3.9) 


r>0 


è equivalente ad w nel senso che 


” w w 
0 < inf ess— < supess— < 00 
wW w 


e soddisfa entrambe le nostre richieste perché è inferiormente semicontinua, in 
quanto estremo superiore di una famiglia di funzioni continue, e soddisfa puntual- 
mente la condizione A, poiché 


f ngn < i f wly) du < ata) = 132). 
B(z,r) ce B(z,r) ce c 


Dunque, partendo da un qualsiasi peso w in A), si può definire in maniera canonica 
un nuovo peso © in A; che è inferiormente semicontinuo e soddisfa la (3.9). 

Siamo adesso in grado di stabilire con precisione quale deve essere la classe di 
funzioni peso da utilizzare in questo contesto, e di conseguenza possiamo dare la 
definizione corretta di spazio B\' pesato. 


Definizione 3.1. La classe w € Aj è la classe dei pesi w € Ai, w îsc e che 
verificano la condizione A) in ogni punto. 
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Per l'osservazione precedente tale classe è non vuota. 


Definizione 3.2. Sia w € Aj. Denotiamo con BV(Q;w) l'insieme delle funzioni 
u € L!(9;w) tali che 


sup {/ udivpdr: |p| <w ovunque, g € Lipy(Q; R")} < 00 (3.10) 
o 


e indichiamo con var, u(0) la quantità (9.10). 


La misura variazione var, u(92) è una misura di Radon (la prova di questo fatto 
è solo una piccola variante del caso non pesato, cfr. [EG], $1.8). In particolare 
abbiamo la seguente proprietà di semicontinuità. 


Teorema 3.3 (Teorema di Semicontinuità). Sia {ux}ren C BV(Q;w), tale 


L'A) 


che uy u sek + co. Allora 


var, u(0) < lim inf vargux(9) 
K400 


Dimostrazione. La mappa u — var, (0) è il sup di una famiglia di funzionali 
L (9; w)-contini. O 


Osservazione 3.4. Sia w € Aj. Se u € BV(Q;w), allora u € BV(Q). 


Ricordiamo che lo spazio di Sobolev (1,1)-pesato è l'insieme W!!(9;w) :> 
{ue L!(Q;w): Due L'(Q;w)} dotato della norma Ilullw:aa, = Ile) + 
IDullzi(au). Se w € Aj e u € W!1(2;w) le due norme BV(9;w) e W(0;w) 
sono equiavlenti, poiché var, u(92) = fn |Du|w(7) dr, e u € BV(9;w). 


Un primo traguardo è ottenere un risultato analogo al Teorema 2.1, ossia 
provare che esiste una equivalenza tra la formulazione tecnica (3.10) usata per 
definire BV(Q;w) e la definizione di suddetto spazio come la collezione delle fun- 
zioni f il cui gradiente distribuzionale Df è una misura di Radon in R" come 
spiegato dal seguente teorema: 


Teorema 3.5. Sia w € Aj:e sia f € BV(Q;w). Allora esistono una misura di 
Radon p suQ e una funzione p-misurabileo :Q — R" tali che 


(i) |o(x)|=1 u-g.0. in Q; 
(ti) fsavpar = -[ < p,0 > io) per ogni g € Lipp(9; R°). 
n (o w() 


La prova di questo Teorema richiede qualche impegno. Procederemo adesso 
con un po’ di lavoro preliminare. 
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3.1 Approssimazione con funzioni C®. Caso w € Lip(02) 


Nel caso particolare di w € Lip(92), ogni u € BV(Q;+) può essere approssimata in 
modo opportuno con una successione di funzioni C”. 


Teorema 3.6. (Teorema di densità). Sia O un aperto di R". Supponiamo che 
w E Lip(0), w € A; sia una funzione peso. Sia u € BV(Q;w); allora esiste una 
successione {ux} C C°°(2) N BV(Q;w) tale che 


(i) 
lux — ullz:(gw) 0 se% + +00, 
(ii) 
vary ug —> varyu sek + +00. 
Dimostrazione. Si veda Teorema 3.7 in [B]. O 


Osservazione 3.7. Vogliamo sottolineare una proprietà ”tecnica” della succes- 
sione approssimante del precedente Teorema. Siano w, < wy due funzioni peso 
nella classe A;, tali che wi, wr € Lip(9). Sia u € BV(Q; wo). Ripetendo le stesse 
argomentazioni del Teorema 3.6, si osserva che esiste una successione {ux}ken in 
C°(2)N BV(Q;w2) tale che 


(i) 
lux — Ullui(a;u) #0 sek + +00, î=1,2, 
(ii) 


Valy; Ur —+> varyu sek + +00, î= 1,2. 
Osservazione 3.8. Siaw € A}. Allora C®(2)NBV(9;w) = C°(Q2NW! (0; w). 


Nel caso particolare di w € Lip (9), possiamo stabilire la seguente proprietà di 
caratterizzazione dello spazio BV, che generalizzeremo al caso di pesi Aj nella 
prossima sezione. 


Proposizione 3.9. Sia w € A, N Lip(Q). Allora u E BV(Q;w) se e solo se 
u € BV(Q) ew € L}(dv), dove conv si indica la misura di Radon associata ad u 
nei termini stabiliti dal Teorema 2.1. Inoltre 


var, u(0) = 1) w dv. 
Do) 
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Dimostrazione. Abbiamo osservato già che BV (Q;w) C BV(Q). Il Teorema 2.1 
associa alla u € BV(Q) una misura di Radon v su A. 
Ora, per il Teorema 3.6, esiste una successione {ux} € C*(2)NBV(L;w), tale 
che 
lux — ullei(au) —+0 per & + +00, 


Vary us —+> varyu per k + +00. 


Essendo le ux elementi di BV(9), sempre per il Teorema 2.1, associamo ad ogni 
“ ux una misura di Radon w. 

È facile verificare che w € L'(dux). Infatti, preso un aperto U C 9 vx(U) = 
SUP peLipo(U:R"); lel<1 Ja div pde = f, |Dux|dz e, poiché le ux sono funzioni rego- 
lari, applicando il teorema di differenziazione abbiamo che 


du, = |Dux|dz. (3.11) 


Dunque 
fan) = / w(2)|Dux|dr = var, ux(02) < 00. 
lo) a 


Verifichiamo ora che w € L'(dv). Avendo supposto w continuo, l'insieme {w(x) > 
t} è aperto e perciò vx({w(x) > t}) e v({w(x) > t}) sono ben definiti. Inoltre vale 
che 
vr({w(c) > t}) = sup fr div p dz, 
a 


v E Lip({x E Q; w(x) > t};R5); 
lel SL 


e una simile espressione si trova per la coppia v e u. Per il Teorema di Inferiore 
; i Sa L'(AQw , 
Semicontinuità 3.3, dato che uy pis, ) u, si ha 


v({w(1) > t}) < lim infu({w(2) > t}). (3.12) 


Ora, Jow(x)dv = ST U{w(x) > t})dt, (si veda [M], Teorema 1.15). Analogo 
risultato si ottiene per le vy. 

Usando la (3.12) e il lemma di Fatou ne segue chefo U({w(2) > t})dt < 
So lim infico Uk({w(x) > t})dt < liminfi_,oo ST ve({w(2) > t})dt. L'ultimo ter- 
mine è uguale a lim infx_,o Saw() dux = limp_oo vary (9) = var, u(0). Conclu- 
dendo, abbiamo 


fu dv = ds v({w(T) > t})dt < var, u(9) < 00, (3.13) 
a 0 


che in particolare prova che w € L*(dy). 
e Viceversa, supponiamo che u € BV(0) e w € L'(dv). Per il Teorema 2.1, 
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frudivode = -/ < £,0 > du(x) per ogni 9 € Lipy(0Q;R"). Se |p] < w mag- 
a 

gioriamo con fnw(r) dv < co. Prendendo l'estremo superiore su tutte le funzioni 
@, |o| < w, abbiamo var, u(0) £ SaWdv dunque u € BV(Q;w). In particolare, 
per la (3.13) e l’ultima espressione, abbiamo mostrato che vary u(Q) = fnwdv e 


abbiamo quindi concluso. 
O 


La dimostrazione del Teorema 3.5, in questo caso particolare in cui il peso è 
lipschitziano, è immediata: 


Proposizione 3.10. Sia w € Lip(92), w € A. La conclusione del Teorema 3.5 è 
vera. 


Dimostrazione. Sia u € BV(Q;w). In particolare allora u € BV(Q) e per il 
Teorema 2.1, si associano ad u una misura di Radon v su £2 e una funzione v- 
misurabile o : Q — R” tali che: 


e |o(x)]=1v-q.0. in 9, 


o f udivode= -| < p,0 > du(x) per ogni g € Lipy(;R°). 
le n) 


Dalla precedente proposizione, se u € BV(Q; w), segue che 


Ji w(r)dv= var, u(0). (3.14) 
a 
Ebbene, se poniamo 
dp:=wdv; 

la funzione o è anche p-misurabile e 

J udiv p dr = -| < p,0 > dala per ogni 4 € Lipp(9Q; R°), 

n Q w(£) 
che conclude la prova. O 


4 Teorema di caratterizzazione per pesi Aj, dis- 
uguaglianze di Poincaré ed isoperimetrica 


Teorema 4.1. Sia w € Aj. Allora u € BV(Q;w) se e solo se u E BV(9) e 
w € L*(dv), dove v è la misura di Radon associata ad u definita nel Teorema 2.1. 
In particolare 


var, u(0) - fwd (4.15) 


89 


Dimostrazione. Sia u € BV(Q;w) e sia {wx}ken l’inviluppo di Pash-Hausdorff 
di w. Le wx sono lipschitziane, wx > 1 e w(x) 7 (x) per ogni x. Inoltre, 


BV(Q;w) C BV(Q; we) C BV(Q) e per ogni K vale 

vary, u < var, u(9). (4.16) 
Dalla Proposizione 3.9 segue che u € BV(Q) e w € L'(dv) per ogni k, dove v è 
la misura di Radon associata ad u come indicato nel Teorema 2.1. Applicando il 


Teorema di Convergenza Monotona abbiamo Sowdv = lim:x SaWkdv, da cui, 
per i risultati del precedente paragrafo, 


fd = lim vary, u < var, u(9) < 00, (4.17) 
Q k+00 


(la (4.16)implica l'ultima disuguaglianza). Ebbene, in particolare w € LI (dv). 
Proviamo che fnwdv = vary u(9). Fin qui abbiamo osservato che SaWdv < 
var, u(9). Ora, poiché u € BV(9) ew € LH(dv), vale 


fuaivpar = -f < p,0 > dv(x) < J w(x) dv, per ogni p € Lipp(9; R") 
fo lo) (o 


se |p| < w. Passando all'estremo superiore sulle 9, || < w, si ha var, u(9) < 
JaWwdv (che in particolare implica che u € BV(9;w)) e quindi abbiamo concluso. 

O 
Dimostrazione del Teorema 3.5. La prova del Teorema nella sua forma più 


generale segue dalla precedente proposizione ragionando esattamente come nella 
dimostrazione della Proposizione 3.10. O 


Osservazione 4.2. Siano w € Aj e u € BV(Q;w), e sia {wr}€ren € Lip(9) 
l’inviluppo di Pash-Hausdorff di w. Allora var,,u TR vale u(9). 
+00 


Dimostrazione. Per il Teorema 4.1 abbiamo limx_.+00 vary, = limx-,+00 fa wdv = 
SaWdv= var, u(9), e la prova è conclusa. - O 


4.1 Disuguaglianze di Sobolev-Poincaré 


Il risultato principale di questo paragrafo è contenuto nel seguente Teorema. 


Teorema 4.3 (Disuguaglianze di Poincaré e Sobolev). Sia u € BV(R";w) 
conw € Aj eg> 1 tali che la seguente condizione di bilanciamento 


r(w(B(z,r)) ras 
n si 


valga per ogni coppia di palle B(r,r) C B(x,5) in R" (si veda [CW]), allora 
esistono due costanti positive Ci e C2 tali che valgono le disuguaglianze: 


(4.18) 
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(i) 


1/9 A 
( f |u- upl'uls)d) < Ca u(B), (4.19) 


per ogni palla B = B(x,r) CR", tale che ug = mi u(y) dy; 
B 


(ii) se limsupp_, co Rw(B(0, R))}!/97! < 00 allora 


Ilullceenzuw) < Cavary u (R"). 


Dovremo fare del lavoro preliminare prima di poter dare una dimostrazione 
esauriente del Teorema 4.3. A tal fine, introduciamo ora una nuova definizione e 
un risultato entrambi contenuti in [FPW]. ù 


Definizione 4.4. Sia 1 < q < co e siaw una funzione peso. Denotata con B la 
classe di tutte le palle in R", diciamo che la funzione a : B — (0,00) soddisfa la 
condizione Di pesata se esiste una costante finita c tale ‘che per ogni palla ed ogni 
famiglia {B;} di sottopalle di B 


Y a(B;)fw(B;) < c'a(B)°w(B), 


i 


purché la collezione {B;} abbia intersezione limitata, cioè > XB; £ Ci < 00. 

i 
Proposizione 4.5. Sia Bo una palla. Supponiamo che la funzione a soddisfi la 
condizione Dj pesata per qualche 1 <q < 00 e perw € Aj. Sia f una funzione su 
Bo tale che per tutte le palle B C Bo 


1 


I f \f- feldx < |lfllaa(B), 


dove ||flla indica una costante dipendente solo da f e da a. Allora esiste una 
costante c indipendente da f e da Bo, tale che 


L= 


(Bo) h If - fool0(2) de < cIlf{l2a(Bo). 


Dimostrazione. Il risultato segue dal Corollario 2.4 e l’Osservazione 2.6 in [FPW]. 
O 


Siamo ora in condizione di provare una L'—disuguaglianza di Poincaré: 
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Proposizione 4.6. Sia u € BV(R";w) conw € Aî, allora esiste una costante C 
tale che 


} |u—- uplw(x) dr < C var, (Bo) (4.20) 
Bo 


To 
w(Bo) 
per tutte le palle Bo = Bo(y,ro) CR". 


Dimostrazione. Essendo u € BV(R";w) allora u € BWoc(R"). Per funzioni in 
BVioc(R") vale la seguente disuguaglianza di Poincaré (si vedano [EG], [G]  ): 


f |u- up|dr < C— varu (B) (4.21) 
B BI 

per ogni palla B C IR" di raggio r. Come conseguenza della Teorema 4.1 scriv- 
iamo var, u(B) = fywdv, allora varyu(B) > infgw fa dv = infgwvaru(B). 
Questa espressione e la A;-condizione soddisfatta da w implicano che var, u u(B)> 
c <a varu(B). Quindi, essendo u € BV(R";w) e avendo la (4.21) abbiamo - 


{ |u- ug|de <C var, u (B) (4.22) 
B 


r 
w(B) 
per ogni palla B C R" di raggio r. 

Sia Bo C R° una palla fissata. La precedente espressione vale in particolare 
per tutte le palle B C Bo. 

Adesso scegliamo la funzione 


a(B) := var, u(B), (4.23) 


Tr 
w(B) 
dove r denota il raggio di B. Affinché siano verificate tutte le ipotesi della Propo- 
sizione 4.5 dobbiamo solo controllare che la funzione a(B) di (4.23) soddisfi la 
condizione Dj pesata per un 1 < g < 00. 

Sipfobinnia per un momento che questo sia vero e applichiamo il risultato 
della Proposizione 4.5 a (4.22); otteniamo la disuguaglianza (4.20) per ogni palla 
B, CR”, quindi la dimostrazione è conclusa. 

Dunque, verifichiamo che la funzione a(B) soddisfa la condizione Dj della 
Definizione 4.4. Verifichiamo che il g opportuno affinché valga tale condizione È è 
proprio quello dato dalla condizione di bilanciamento (4.18). Infatti, sia {B;} una 
famiglia di sottopalle di B con intersezione finita e con raggio r;, per la condizione 
di bilanciamento (4.18) abbiamo che 


rfw(Bi)!7? < cîr°w(B)!-? per ogni i. (4.24) 
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Quindi con questa scelta di g e per la (4.24), )_, (#5 var u(B;)) w(B) 
clw(B))-1Y, (vary u(B;)). Essendo var, u(.) una misura }}; (var, u(Bi))" 
c (var, u(B))”, e quindi a soddisfa la condizione Dj per g dato dalla (4.18) e 
abbiamo finito. 


IAA 


O 


L'ultimo ”ingrediente” per dimostrare il Teorema 4.3 è una sorta di risultato di 
densità valido per funzioni BV pesate. 


Teorema 4.7. Sia u € BV(R";w), con w € Aj, allora, se  C R° è un aperto 
limitato, esiste una successione {ux}ken C BV(Q;w)NC®(N) tale che 


(1) 


lux — ullzi(aw) —2 0 perk + +00, 


(2) per ogni k 
var, uk (2) < cvars u(A), 


dove c è una costante positiva. 
Dimostrazione. Si veda Teorema 4.7 in [B]. O 
Possiamo finalmente dimostrare il Teorema 4.3. 


Dimostrazione del Teorema 4.3. Sia B = B(x,r) una palla in R". Sia poi 
{um} C BV(B(,r);w)NC®(B(x,r)) la successione convergente ad u in norma 
L'(B(x,r);w), determinata nel Teorema 4.7. Applicando la disuguaglianza pesata 
di Sobolev-Poincaré standard a un abbiamo: 


(f NICE (uma) a 


Tr T 
CRE Saas Print) de = e (88) 


che per il Teorema 4.7-(2) è maggiorato da Ci apt U (B(z,r)) per tutti gli 
m. Notiamo inoltre che um + u in LI poiché w € Aj. Dunque (um)s + Us 
per ogni palla B e, se facciamo tendere m + co, applicando il Lemma di Fatou 
abbiamo 


1/9 1/9 
( fn usl'oW%) < liminf ( fo tun= (um) al"o(v)dy) 
B(z,r) mue40e B(2,7) 


< Ci s : var, u(B(2,r)), 


(B(z,7)) 


e questo conclude la prova della parte (i) del Teorema. 
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Attraverso argomentazioni standard si deduce dalla (4.19) che se u è a supporto 
compatto in B è possibile scrivere la (4.19) senza che vi compaia la media di u. 


Proviamo la parte (ii) dell’enunciato del teorema. Sia u € BV(R";w). Con- 
sideriamo una classe {gr(r)} di funzioni cut-off a valori reali, tale che pg = 1 
se |r] < R/2, pr = 0 se |r| > Re |Dpa| < 2 se R/2 <|r| < R. Scegliamo 
la funzione ur := v gr che ha supporto compatto in Bg = B(0, R). Ovviamente 
ur + q.0. se Ri co. Sia p € Lipp(% R"), |g| < w; abbiamo 


J uprdivpdz = / udiviery)de- u<gp,Dpor> dr 
BR Br Br 


< vary u(R") + 2/ |u|w(x) de. 
R/2<|z|<R 


La funzione ur è a supporto compatto in Br dunque, come osservato prima, si 
può omettere la media di ur nella (4.19); per la parte (i) del teorema e per la 
precedente espressione abbiamo la seguente disuguaglianza di Sobolev: 


1/9 Rw(Bp)}/ 
( hi l lunftu(2)de) < CE vara (Ba) 


< C:Rw(Ba)!*var, u(R") + CIR w(Br)!/0! J |u|w(x) dz. 
R/2<|z|<R 


Applicando il Lemma di Fatou segue che 


1/9 1/9 
(/ ll" (2)dr) < lim inf (/ lual'u(a)d) 
Q R+4+00 Br 


< Ci lim sup Rw(Br)!/* var,u (R°) 
R-+00 
+C; lim sup Rw(Br)}/®? lim |u|w(x) de. 
R-00 R-+00 JR/2<|z|<R 


Per ipotesi lim supg_,xo (Rw(Br)!/9-1) < cesi ha lima_,og Sap<izica ll #(2) de = 
0, abbiamo quindi provato la parte (ii). saba 


O 


Osservazione 4.8. Supponiamo che 9 sia un aperto limitato di R". Dalla con- 
dizione (4.18)e dalla (4.19) segue che se N © Bo = B(0, R) allora 


1/ 
(/ |u — upl'u(s)d) : <Ci Rw(Bo)*" var, u (B)= C(L)var, v(B), 
B 


per ogni palla BC. 
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4.2 Disuguaglianze isoperimetriche 


Sia E C R° un insieme misurabile, si dice che E ha perimetro finito in £ se la 
funzione caratteristica di E, x£, appartiene BV (0). Se, inoltre, E è di classe C?, 
la nozione di perimetro coincide con l’usuale nozione di dimensione di Hausdorff 


n-1diQN09E, H"!(QN0E):= sup ndH"*. 
nELipo(9;R"); nl<1 /ONdE 
Generalizziamo questa nozione di "perimetro finito” di un insieme E. 


Definizione 4.9. Sia w € A}. Diciamo che un insieme misurabile E C R° ha 
"w-perimetro finito” in O C R° se la funzione caratteristica di E, xE, appartiene 
a BV(Q;w). In questo caso poniamo 


|0E| (0; w) = varo xe (9). 


Osservazione 4.10. Se E è un insieme regolare di R", con frontiera di classe 
C?, allora |GE|(9; w) = Sons W dH"". 


Teorema 4.11. Sia w € Ai e sia E di w-perimetro finito in Q e siag> 1 che 
soddisfi la condizione di bilanciamento (4.18). Allora 


(i) per ogni palla B = B(x,r) CL vale: 
min {w(B N E), w(BN E°)} !! < Crw(B)!/9!|0E|(B(2,7); w), 
dove con E° si indica il complementare di E in 9 e C è una costante positiva. 
(ii) 
w(E)!® < CaldE] (9; w), 


e la costante Cn può essere scelta indipendente da © se 
lim supr_co Rw(B(0, R))}(!/97! < co. 


Grazie all’Osservazione 4.8, il valore Cr w(B)!/9-! che appare nella (1) può essere 
maggiorato da una costante che dipende solo da A. 


Dimostrazione. Basta scegliere u = xe nel Teorema 4.3. 
O 


5 Immersione Compatta di BV(R";w) in Li,.(R°;w) 


Teorema 5.1. Siano w € A} e go > 1 tali che sia soddisfatta la condizione di 
bilanciamento (4.18). Sia {um} C BV(R°;w) tale che 


sup ||um{|BV(RP;w) < +00. 
meN 
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Consideriamo un aperto limitato Q © R". Allora esistono una sottosuccessione 
{Um,} e una funzione u € BV(Q;w) tale che 


L*(Qw) 
Um, è? U S€E S-++c0 


per ogni 1 < q< qQo. 


Dimostrazione. Ricordiamo che se u € BV (R°;w) allora 


| i siti unu) ) lai <C TI vary u(B), 


per ogni palla B = B(x,r) CR”. 
Usando un teorema di ricoprimento tipo-Vitali ricopriamo 92 con un numero 
finito di palle B1,...,B;,..., Br) di raggio r(B;) = r per ogni j e tali che 


i) B(xx,r/5)NB(xn,r/5)=0 perk#h; 
ii) m(r)< er"; 


iii) per ogni î {XK : B(zx,r)(Y.B(z;,r) #0} < M, dove M denota una costante 
geometrica. 


Grazie al Teorema 4.3, essendo q < go, è immediato verificare che {um} è limitata in 
L°(Q;w). Il problema non perde la sua generalità se si suppone che g > 1 cosicché 
L°(Q;w) è uno spazio riflessivo. Esiste dunque una sottosuccessione {Um,} che 
converge debolmente in L°(Q;w) a una funzione u. Per evitare di appesantire 
la notazione scriveremo che {um,} = {um}. Procedendo come nella prova del 
Teorema 3.4 in [FSSC], le cui argomentazioni fanno riferimento ad un'idea già 
usata almeno in [N], è facile provare che {um} è una successione di Cauchy in 
L99;w). Infatti 


Ilun — mllzetaw) < Y_ Ilun — umll10(8,1) 
i 
$ È (Ilun — (Un)5; I120(8,0) + [lm — (m)8; ||10(8;:0) + I(Un — Um)8; lw(B;)!/9) 
i 
= LU; +J;+ R;). 
(5.25) 


Supponiamo per il momento di sapere che, scelto e > 0, esiste r(£) > 0 tale che 
per ogni palla B= B(7,r) cont € Ner<r(e)si ha 


rw(B)/9-1 < e, (5.26) 
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Utilizzando ancora il Teorema 4.3, essendo g < go si ha che 


> {um — (Um)8;||L9(8;;4) = x, (/ 
j 


£) 


1/90 
£ 2 (4, |um — (Um); w(2) &) w(B;)!? 


< c YO} vary Um (B) rw(B;)/9-1 < C M var, um(R°)e 
E) 
< ce ser<r(e). 


1/9 
[Um 33 (Um)B; | w(£) te) w(B;)!!9 


(5.27) 


Da (5.27), abbiamo che DDALCE +J;) < ce sr <r(e). Sia ora r < r(e) fissato. 
Dalla (5.26), 


w(B;)/9 
DE <Ll}, (Un — Um) de| iL BJ] 


1/9 mo) 
È (Le 2) e, PEA 


poiché {Um} ii debolmente a u e (maxizioni) SG) sì può maggio- 
rare con C(Q)r7 
Abbiamo dunque verificato che {um} è una successione di Cauchy in L°(Q;w) 


che perciò converge ad u in norma L°(Q;w). In particolare allora Um er ) , se 
m + +00 e per il Teorema 3.3 di Inferiore Semicontinuità segue che var, u(9) < 
lim inf,m--+c0 VAtw Um (9). Ma per ipotesi supmen IlUml|av(aw) < 00 € dunque u € 
BV(9;w) che è quanto volevamo dimostrare. 

Per finire, non ci resta che provare la (5.26). Ebbene, fissiamo 7 > 0 e ricopri- 
amo ° con un numero finito di palle aventi raggio 7. Ogni altra palla di raggio 
F>0e centrata in un punto di 2 interseca una delle palle del suddetto ricoprimen- 
to e quindi la sua w-misura è equivalente alla w-misura di tale palla. Allora, per 
ogni B centrata in un punto di e con raggio 7 vale Fw(B)(1/90)-1 < Ci. Perciò 
se B è una qualsiasi palla di raggio r < 7 e B è la palla concentrica e di raggio 7, 
dalla condizione (4.18) otteniamo: rw(B)(/9-1 = rw(B)(0/0)- 1,y(B)(1/9-0/0) < 
Gw(B)(!/9-0/%), che è piccola se r è piccolo, essendo (1/9) — (1/9) > 0. Ora la 
(5.26) è provata. 

O 


Come applicazione della teoria precedente possiamo generalizzare al caso di 
BV(9;w) il risultato provato da De Giorgi ([DG]) in BV () circa l’esistenza di 
Superfici Minime. 
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Teorema 5.2 (Esistenza di Superfici Minime). Sia Q un aperto limitato in 
R" e sia L un insieme di w-perimetro finito in R" (nel senso della Definizione 
4.9). Allora esiste un insieme E coincidente con L fuori da Q e tale che 


|0E|(R°; w) < |0F|(R"; w) 
per ogni insieme F con F = L fuori di Q. 


Dimostrazione. La prova è identica a quella data in [G] (Teorema 1.20) per il 
caso non pesato; infatti anche nel nostro contesto i due ingredienti fondamentali 
della prova sono la semicontinuità di var, (Teorema 3.3) e l'immersione compatta 
BV(R*;w) + LI (R";w). O 


Osservazione 5.3. Come conseguenza del Teorema 4.1 non è difficile provare che 
il nostro spazio BV pesato coincide con lo spazio delle funzioni BV rispetto alla 
misura d p(x) = w(x) dx definite in [BBF]. Inoltre la misure variazione coincidono 
quando w è continuo. 

Perciò il nostro spazio BV può essere visto come il dominio di finitezza del fun- 
zionale rilassato associato ad un funzionale tipo-area della forma f w(x) V1+|Dul? dr. 
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